Fondamentaux 2005

Exercices corrigés

Equations différentielles

Exercice 1
A Taide des séries de fourier déterminer les solutions de 3y +y = | cos(t)|

On reconnait une équation différentielle linéaire du second ordre o ceefficients constants avec second membre, le
second membre est une fonction continue sur R de sorte que les solutions mazimales sont définies sur R et forment un
espace affine de dimension 2 de direction [’espace vectoriel des solutions de l’équation homogéne. La solution générale est
de la forme : y = acosx + bsinx + yo ot (a,b) € R? et yg est une solution particuliére.

Comme f : t — f(t) =| cost | est une fonction continue de classe C' par morceaur et ™ périodique sur R, recherchons
une solution particuliere sous la forme d’une fonction développable en série de fourier.

Développons t +—| cost | en série de fourier. Comme cette fonction est m-périodique, continue et de classe C' par
morceauz, on en déduit qu’elle est développable en série de fourier, que la série de fourier converge normalement sur R
et a pour somme | cost | sur R.

La fonction est paire de sorte que :

evneN, b,(f)=0

4 .z 2 .z
eVneN, a,(f) = - Jo? | cost | cos(2nt)dt = - Jo? (cos(2n + 1)t + cos(2n — 1)t) dt soit

4 -1 n+1
an(f) = 7r((4nQ)—1) et par suite :
2 4t (—1)P
eVt e R, |cost |= — - ;p:1 71 cos(2pt).

Si y est une solution w-périodique de classe C* sur R alors y et y + y sont développables en série de fourier et
y +y=|cost|.

+o00o
Siag+ Y apcos(2pt) est le développement en série de fourier de y en intégrant par partie on montre que :
p=1
VpeN, a,(y’) = —4p2a,(y) soit Vp € N, a,(y” +y) = (1 — 4p?)ay(y).
D’aprés lunicité du développement en série de fourier d’une fonction - périodique et continue sur R on en déduit que

(— )p

2

nécessairement : le développement en série de fourier de y est p(t) = — + Z ( SEE cos(2pt).
Posons uy(t) = -1 cos(2pt)

osons u = ————cos on a:

P a1
e Vp €N, u, est de classe C?sur R
1 2p » 4p?

Vp e N, I ———, (@) |I< ——= et N
e Vp |up(>|— (4p271)2 |up()|— (4p271)2 € |up( ‘— (4p 1)2
oy Ly - W  des séri tes, d'oi. Y uy, Sl et Y u) sont

r — — ———— sont des séries convergentes, d’oi Up, uy e u, sont nor-

ps0 (Ap? —1)27 50 (4p% — 1)27 50 (4p? —1)2 bS50 S0 TS0 P

malement convergentes, on en déduit alors que ¢ est m-périodique et de classe C? sur R, que @' et ¢ s’obtiennent en
dérivant la série terme a terme et l'on vérifie que @ est bien solution de l’équation différentielle.
2
D’ou la solution générale de l’équation différentielle est : y(t) = ¢(t) + acost + bsint (a,b) € R%  ¢(t) = = +
T
4 to0 (=1)P

— 2pt
™ p=1 (4p* — 1)° costzpt)

Exercice 2 On considére I’équation différentielle : 4(22 + 1)y" + 122y +3y =0

1. Déterminer toutes les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 et en déduire toutes
les solutions sur I’intervalle | —1,1][.

+oo ,— +oo ,— +oo ,—t(l—ix)
2. On pose u(x) = —cos(tm)dt v(z) = —sm(ta:)dt et z= / ————dt. Montrer que
o Vi o Vi . 0 Vit

z=u-+1iv et que z est solution de I’équation différentielle du premier ordre :
—2(x+i)z =2
3. Montrer que u et v sont solutions de 1’équation du second ordre.
En déduire que u et v sont développables en séries entiéres.
+o0o

1. Soit y = 3 anx™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R. Sur | — R, R[ on a
n=0
’ +m
42+ 1)y +122y +3y= > (4n+2)(n+ Dapio + (2n +1)(2n + 3)a,)x™ et une série entiére est nulle sur son
n=0
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intervalle de convergence si et seulement si ses ceefficients sont suls de sorte que (JR, R[,y) est solution de l'équation

R>0
iffé ) ) ) 2 1)(2 3
différentielle si et seulement si W¥n €N, aps = ~(2n+1)(2n+3) .
A4n+2)(n+1)
(4p)!
- @ = ) mgp

On en déduit par récurrence : Vp € N (dp +‘ 2
= Y Y B Nt A
QA2p+1 ( ) 42p(2p+ 1)'2 2

) _ +o00 (4p)' 2 _ 400 (4p+ 1)] )
Posons : QO()(.’,U) = EO(—I);DWZ' P et @1(1’) = H;O(—l)pmx p’

n=

o et p1 sont les sommes de deuzx séries entiéres de rayon de convergence R=1 (R > 0), @q est paire et v est
impaire. Les solutions de Uéquation différentielle développables en séries entiéres sont donc les fonctions p(x) =
apo(r) + bp1(x) ou (a,b) € R? elles ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 > 0 , comme agq est la
somme des termes de rang pair et by est la somme de termes de rang impair (a,x™), est bornée pour x < 1 et
non borné pour x > 1, le rayon de convergence est R=1.
Sur ] — 1,+1[ U’ensemble des solutions développables en séries entiéres est donc un espace vectoriel de dimension
deuz.
Comme l’équation différentielle est une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 dont les ceefficients sont
continus sur R et que le ceefficient de y  ne s’annule pas, les solutions mazimales sont définies sur R et forment
un espace vectoriel de dimension 2, de sorte que ’ensemble des solutions sur | — 1,1[ forment un espace vectoriel
de dimension deuzx, par suite toutes les solutions maximales de l’équation différentielles sont développables en série
entiére au voisinage de 0 sur Uintervalle | — 1,1].
Sur ] —1,+1[ ces fonctions coincident avec les fonctions : p(x) = apo(x) + bp1(x) ot (a,b) € R2.

e—t(l—i:c)

\/1? s
o f est de classe C* sur Rx]0, +o0.
De sorte que pour tout x € R, t — f(x,t) est continue sur |0, 4o00[ et pour tout t €]0, +oo[, x — f(x,t) est de classe

2. Posons pour (z,t) € Rx]0,+oo|, f(x,t) = on a :

C* sur R.
et et 0 [
° z,t) |= —= avec t — —= est continue sur |0, +o0| et :
et = = |
0.0<% <! Locriqo1)) 4 < e £1(0,1))
—en0: — < — avec — , onc — ,
TVt TV vt Vi
—t —t
—en+oo: S = o(e™?) avec et € L1([1,+0o0]) donc ¢ L1([1, +00]).

Vit

— Par suite Ve € R, t — f(z,t) € £1(]0, +00]).
0
t— a—f(x,t) est continue sur |0, +oo[ et x — 6—(37,15) et continue sur R
x x
0 ; 0
a—f(:zz,t) = iv/te t(1=) soit | a—f(z,t) |= Vte™t avec t — \/te™t est continue
x x

Vit

o D’autre part ¥(x,t) € Rx]0, o0,

1 1 0
sur [0, +oo| et en +00, Vet = o(t—2) avec o5 € L1, +o0[ par suite | a—f(x,t) |< Ve~ avec vte™t € L0, +o0]
x
(hypothése de domination).

On en déduit que x +— z(x) est définie et de classe Ct sur R et par suite les réelles et imaginaires de z sont définies

et de classe Ct sur R et z = u + iv.
“+ o0

Z\/i e—t(l—ix) 4

Z(z) = 0+Oo iVte t0=®)dt En intégrant par parties il vient f0+°° ivte tA=i®) gt = T+
—1+ix
0

1 ) .
T i f0+°o QL\/ze_t(l_”‘)dt, on en déduit —2(x + i)z’ = z.
— i

3. Comme (1) : —2(x +1i)2' = z, on en déduit que z est de classe C* sur R (par récurrence on peut en déduire aussi
que z est C*®)
En dérivant la relation (1) et en utilisant la relation (1) elle-méme la fonction z vérifie aussi :

—22 = 2w +i)z = 2
2z +i)z = 3¢
222+ 1)z = 3(x—1i)2
422+ 1) +6(x—i)2 = 0
4224+ 1)2" +6(x—i)2 +6(x+i)2 +32 = 0
4x?+1)2 +1222'+32 = 0

De sorte que z est solution de l’équation différentielle initiale comme elle est a ceefficients réels, on en déduit que
u = Rez et v =Imz sont aussi solutions de l’équation. comme d’apreés la premiére question toutes les solutions sont
développables en série entiére sur]—1,1[, on en déduit que u et v sont développables en série entiére sur]—1,+1].



