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SERIES

Ce document n’est pas un cours complet, il donne un apercu rapide des principaux résultats a connaitre sur les
séries.

1 Séries numérique a termes réels

1.1 Généralités

n
e On appelle série numérique réelle de terme général u,,, on note Z uy, la suite (Sp), avec S, = Zuk ou
n>0 k=0
(up)n est une suite numérique & valeurs dans R.
e La suite (S, )nen est la série Z Uy ol ug = Sy et up, = S — Sp_1 pour k > 1.
n>0
e la série de terme général u,, converge si et seulement si la suite (S,,),, converge.

+oo
Si lig{l S, =1, on dit que la série E Uy, converge et a pour somme [. On note E Uy = 1.
n—-—1+0oo
n>0 n=0

n

e Pour une série E Up, Sp= E uy est la somme partielle d’ordre n et si la série converge et a pour somme

n>0 k=0
“+o00
S alors Vn € N, Z uy, converge et R, = Z uy, est le reste d’ordre n.
k>n+1 k=n+1
VvneN, S=S5,+R,et lim R,=0

n—-+o00

e Pour une série E u, et ng € Non a :
n>0

E u, converge si et seulement si E U, converge
n>0 n>ngo

e Condition nécessaire de convergence : Si > u, converge Alors lim u, =0.
n>0 n—-4o0o

Attention : la réciproque est fausse :
1 1
Exemple 1 On a lim — =0 et pourtant Y, — diverge
n—+oo n n>1 n
e Si la série Z |u,| converge on dit que Z u, converge absolument, dans ce cas elle est convergente. Si la
n>0 n>0
série converge sans converger absolument on dit qu’elle est semi-convergente.

—1)n
Exemple 2 La série ) Q est semi-convergente.
n>1 n

1.2 Séries a termes positifs

1.2.1 Convergence

Uy > 0, g u, converge si et seulement si les sommes partielles sont majorées.
n>0

1.2.2 Relations de comparaison

> v, converge = Y u, converge

i > < <
e SidngeN tq Vn>ng 0<u, <wv, alors { S, diverge = 3 v, diverge

e SiVn >0, u, >0 et v, >0 avec u, ~ v, alors > u, converge < > v, converge
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1.2.3 Séries de Riemann

Définition 1 On appelle série de Riemann une série de terme général —, n > 1 ot a € R.
no

. ) 1 . ,
Proposition 1 La série de Riemann ) — converge si et seulement si o > 1.
n>1 n

1.2.4 Séries géométriques

Proposition 2 On considére une série géométrique de premier terme non-nul ug € R* et de raison g € R :

. . oo U
1. Silg| <1 la série converge absolument et > wujp = T
k=0 —4q

2. Si|q| > 1 la série diverge (le terme général ne convege pas vers 0 lorsque n tend vers +00)

1.2.5 Développement décimal

Soit Sp = {(¢n)nen, co €N, VYn > 1, ¢, € [0,9], il n’existe pas ng € N, Vn > ng, ¢, = 9}

Théoreme 1 L’application :
SD — R+
+oo Cn
c — = —
( n)nEN = 10"
L T ¢, )
est une bijection, pour v € RT, > Ton est le développement décimal de x
k=0

“+oo

Pour z e RY, o= > % avec ¢g = E(z), co €N, Vn > 1, ¢, = E(10"z) — 10E(10"'x), ¢, [0,9],
n=0

(cn)nen € Sp avec si t € RT, E(t) désigne la partie entiere de ¢

¢
Sixz, = kzo ﬁ7 ., est une valeur approchée par défaut de = a 10~ pres, x, < x < x,, + Ton

1.3 Séries a termes de signes quelconques

1.3.1 Regle de d’Alembert

1<l = 3 u, est absolument convergente
=lAlors{ I>1 = > u, est divergente
=1 on ne peut pas conclure.

un+l
Un

SidN e N,Vn > N, u, #0et lim

n—-+o0o

1.3.2 Théoreme Spécial des Séries Alternées(appelé parfois théoréme de Leibniz)

1) (un)n est & termes positifs 1) S (~1)"u,converge
Si{ 2) (un)n est décroissante Alors { 2) VneN, Sy, <8< Sap
3) nl{rj}oo Up =0 3) VneN|R,| <upi1
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