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Structures

C. Susset

1 Groupes

1.1 Définition

Définition 1 Soit G un ensemble non vide, on appelle loi de composition interne sur G, toute application x de
G x G dans G : (a,b) — *(a,b). %(a,b) se note en général a xb.

Exemple 1

1. L’addition et la multiplication sont des lois de composition interne dans N, dans Z, dans Q, dans R ou
dans C.

2. Soit Z[v/2] = {a +bv2, (a,b) € Z?}, l'addition est une loi de composition interne dans Z[\/2]
3. Soit A(R,R) l’ensemble des applications de R dans R, U'addition des applications est une loi de composition
interne dans A(R,R), pour (f,g9) € AR,R)%, Vt € R, (f +9)(t) = f(t) + g(t).

4. Soit S(R) l’ensemble des bijections de R dans R, on a S(R) C A(R,R) mais l'addition n’est pas une loi
de composition interne dans S(R)

Définition 2 (Groupe)
Un ensemble non-vide (G, *) muni d’une loi de composition interne x est un groupe si et seulement si

1. Y(a,b,c) € G2, (a*b)xc=ax* (bxc) (on dit que * est associative)
2. de€eG,Vr €G, exx=xxe=u (on dit que (G,*) posséde un élément neutre).
3. Ve eG, I’ €G, xxa' =a' xx=e (on dit que tout élément x de G posséde un symétrique.)

St de plus :
e Y(a,b) € G2, axb="bxa (on dit que * est une loi commutative)
(G, *) est un groupe commutatif, on dit aussi groupe abélien.

Exemple 2

b (Zv +)7 (Q7+)7 (Rv +)7 (C7+)7 (Q*? ')7 (R*v ')7 ((C*a ');
sont des groupes commutatifs.

e U={z€C, |z| =1}, (U,.) est un groupe commutatif

e (Z,.), (Q,.), (R,.), (C,.) ne sont pas des groupes

o Soit E un ensemble non-vide et S(E) ’ensemble des bijections de E dans E. (S(E), o), ot o est la loi de
composition des applications, est un groupe, ce groupe n’est pas commutatif dés que E contient au moins
trois éléments.

Notations

Additive Pour un groupe abélien, lorsque la loi de composition interne est une addition on note + cette
loi et on parle de groupe additif. L’élément neutre est alors noté 0, et le symétrique d’un élément = du
groupe est noté —z et appelé "opposé” de x.

Multiplicative Pour un groupe abélien, lorsque la loi de composition interne est une multiplication on note
. ou X cette loi et on parle de groupe multiplicatif. L’élément neutre est alors noté 1, et le symétrique

d’un élément x du groupe est noté — et appelé ”inverse” de .

Groupe quelconque Pour un groupe (G, *) muni d’une loi *, L’élément neutre est souvent noté e, et le
symétrique d’un élément z du groupe est noté 1.

Propriété 1 Si (z,y) € G% Alors (xxy) L=y Lxaz™!

1.2 Sous groupes

Définition 3 Soit (G, *) un groupe et H C G. On dit H est un sous-groupe de G si (H,*) est un groupe.
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Proposition 1 Soit (G,*) un groupe et H C G. H est un sous-groupe de G si et seulement si
e H est non vide
o x est interne dans H, soit ¥(x,y) € H?, xxy € H
o Le symétrique de tout élément de H appartient o H, soitVex € H, ' € H

On a aussi

Proposition 2 Soit (G,*) un groupe et H C G. H est un sous-groupe de G si et seulement si
e H est non vide
o V(z,y) € H?, zxy ' € H

Exemple 3
o (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) qui est lui méme un sous-groupe de (R, +), enfin (R,+) est un sous-
groupe de (C,4).
o (Q*,.) est sous-groupe de (R*,.) et (R*,.) est un sous-groupe de (C).
e Pour n € N* posons U, = {w € C/w™ =1}, U ={z € C, |z| = 1}, U,, est un sous-groupe de (U, .).

1.3 Morphismes de groupe

Définition 4 Soit (G, *) et (G', ") deux groupes et f une application de G dans G'.
f est un morphisme de groupe si et seulement si V(z,y) € G x G', f(zxy) = f(x) «" f(y).
e Un morphisme de groupe est aussi appelé homomorphisme de groupe
e Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme de groupe
o Un morphisme de G dans G est appelé endomorphisme de groupe
e Un endomorphisme de groupe bijectif est appelé un automorphisme de groupe.

Propriété 2 Soit f un morphisme de groupe de G (d’élément neutre e) dans G' (d’élément neutre €') on a :
. fle)=¢
eV eG, (f(x) ' =fa)

Proposition 3 Si [ est un morphisme d’un groupe G dans un groupe G' et g est un morphisme de groupe de
G’ dans un groupe G° Alors go f est un morphisme de groupe de G dans G .

Proposition 4 Soit (G, *) un groupe et A(G) l'ensemble des automorphismes de G, (A(G),0) est un groupe.

1.4 Noyau, image
Soit G et G’ deux groupes et f un morphisme de groupe de G dans G'.

Proposition 5
e Si H est un sous-groupe de G, Alors f(H) est un sous-groupe de G’
e Si H' est sous-groupe de G', Alors f~*(H') est un sous-groupe de G

Conséquences :

Proposition 6
o f(G) est un sous-groupe de G' appelé image de f. On le note Im(f) ou Imf
o L'ensemble f~1({e'}) est un sous-groupe de G on lappelle le noyau de f. On le note ker(f) ou ker f

Proposition 7 Le morphisme f est injectif si et seulement si ker f = {e}
1.5 Groupe additif (Z, +)
Proposition 8 Pour a € Z, aZ = {a.n, n € Z} est un sous-groupe de (Z,+)

Proposition 9 Si G est un sous-groupe de (Z,+) alors il existe un unique n € N tel que G =nZ



PCSI - Lycée Baimbridge jeudi 19 janvier 2006

2 Anneaux

2.1 Définition
Définition 5 (Anneaux)
Un ensemble non-vide (A, +,.) muni de deuz lois de composition interne + et - est un anneau si et seulement si
1. (A, +) est un groupe commutatif dont I’élément neutre est souvent noté 0.
2. - est associative
3. (A,-) posséde un élément neutre souvent noté 1
4. Y(a,b,c) € A%, (a+b)-c=a-c+b-c (on dit que - est distributive a gauche sur l’addition +)
5. V(a,b,c) € A3, c-(a+b)=c-a+c-b (on dit que - est distributive a droite sur ’addition +)

Si de plus :
e - est commutative dans A, (A, +,-) est un anneau commutatif.
o (A,+,-) est un anneau commutatif tel que A# {0} eta-b=0=a=0o0ub=0
(on dit que (A,+,-) est sans diviseur de 0), (A,4+,-) est un anneau intégre.

Exemple 4
o (Z,+,9), (Q,+,), R,+,), (C,+,-) sont des anneauz intégres.
. Sozt A( JK) 1 ensemble des applications de R dans K , (A(R,K),+,.) est un anneau commutatif non
integre.

Définition 6
Soit (A, +,) un anneau, on note A* l’ensemble des éléments de A qui sont inversibles pour -
A*={a€ A I €A a-d=d -a=1}

Proposition 10 Si (A4,+,-) est un anneau alors (A*,-) est un groupe

2.2 Regles de calculs

Soit (A, +,.) un anneau, on a les propriétés suivantes :

Py Va € A, 0.a=a.0=0 (on dit que 0 est absorbant)

P, V(a,b) € A%, (—a).b = a.(=b) = —(a.b) (regle des signes)

P3 Si (a;)icr et (bj);es sont deux familles de A, indexées par des ensembles finis I et J, Alors on a :

(Zm). o= > ab

icl jeJ (i,9)eIxJ

P4 Formule du binéme de Newton
Si (a,b) € A% avec a.b = b.a (on dit que a et b commutent)

Alors Vn € N, (a+b)" = Z <n> abl.b" P

p
p=0
P, Si (a,b) € A% avec a.b = b.a Alors a™ —b" = (a —b).(a" 1 +a""2.b+ -+ a.b"2 4 "7 L).

2.3 Sous-anneaux

Définition 7 On appelle sous-anneau d’un anneau (A,+,.) une partie A’ de A telle que : (A’,+,.) est un
anneau avec 14 € A" ot 14 est ’élément neutre de . dans A.

Proposition 11 Soit (A,+,.) un anneau et A’ C A, A’ est un sous-anneau de A si et seulement si
1. A#¢
2. ¥(a,b) € A%, a—be A
3. V(a,b) € A% abe A
4. 1q€ A
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3 Corps

Définition 8 (Corps)
Un ensemble non-vide (K, +,.) muni de deuz lois de composition interne + et - est un corps si et seulement si
1. (K,+, - ) est un anneau.
2. K* =K\ {0}
Si de plus :
- est commutative dans K, (K, +,-) est un corps commutatif.
Exemple 5 o (Q,+, - ), (R,+, - ), (C,+, - ) sont des corps commutatifs.
Dans la suite du cours sauf mention du contraire nous ne considérerons que des corps commutatifs, le mot corps
désignera donc un corps commutatif. Notation Si a et b sont deux éléments d’un corps K (commutatif) avec
b # 0, on note % I'élément a.b~! = b~1.a de K.

Proposition 12 Soit K un corps, a € K\ {1} etn €N, on a :

n 1—a"
l+a+---+a" =

1—a
Définition 9 Soit K un corps. On appelle sous-corps de K un sous-anneau de K qui est un corps.

Exemple 6 Q, R et C sont trois sous-corps de (C,+,.)

4 Arithmétique dans Z

Définition 10 Soit (a,b) € Z2, on dit que b divise a (on dit aussi b est un diviseur de a), bla si Ic € A, a = b-c,
on dit aussi que a est un multiple de b.

Définition 11 Soit a € Z, on dit que a est irréductible ou premier si a n’est pas inversible et les seuls diviseurs
de a sont les éléments inversibles de 7. et les éléments associés de a, c’est a dire le produit de a par un élément
inversible, c’est a dire a € Z est premier si et seulement si a admet exactement 4 diviseurs : a,—a, 1, —1

Définition 12
Deuzx éléments a,b de Z sont premiers entre eux si et seulement si les seuls diviseurs communs a a et b sont les
éléments inversibles de 7 c’est a dire 1 et —1, on note alors a ANb =1

Théoréme 1 (décomposition en produit de facteurs premiers)
Si a € N, a non-inversible, il existe une décomposition de a en produit de facteurs premiers :
n

a= [[ pi* avec Vi, p; € N, p; premier, a; € N,o; > 1. Cette décomposition est unique & l'ordre prés.

Proposition 13 Soit (a, b) € N2, avec a b non-nuls et non-inversibles ayant pour décomposition en produit de

— Qg —
facteurs premiers : a = H p;t etb= H q]J

1. a divise b si et seulement st tout dzmseur premier de la décomposition de a apparait dans la décomposition
de b avec un exposant supérieur ou €gal.

2. Le pged de a et b (Plus Grand Commun Diviseur) est a Nb = H rF avec

{ri,-,my=A{p1,- ,pntN{q1, -, q@m} et v est le plus petit des ezxposants de ry, apparaissant dans les
décompositions de a et b.

3. Un ppcm de a et b (Plus Petit Commun Multiple) est a Vb= H rF avec

{ri,-,m} ={p1, - ,pat U{q, - ,@m} et v est le plus gmnd des exposants de ri, apparaissant dans
les décompositions de a et b.

Proposition 14 (Division euclidienne)
Pour (a,b) € Z x (N\ {0}) il existe un unique couple (q,r) € Z* tel que a =bq +r avec 0 <r < b
L’entier q est le quotient de la division, r le reste, a et le dividende et b est le diviseur.

Proposition 15 (Algorithme d’Euclide)
Soit (a,b) € N?, avec b# 0. Si a=0bq+r avec (q,r) € N*> AlorsaANb=0bAr



